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LS-CATE´GORIE DE CW-COMPLEXES
A` 3 CELLULES EN
THE´ORIE HOMOTOPIQUE R-LOCALE
Hans Scheerer et Daniel Tanre´
Abstract
We study the Lusternik-Schnirelmann category of some CW-com-
plexes with 3 cells, built on Y = S2n ∪k[ι2n,ι2n] e4n. In particu-
lar, we prove that an R-local space, in the sense of D. Anick, of
LS-category 3 and of the homotopy type of a CW-complex with
3 R-cells, has a cup-product of length 3 in its algebra of coho-
mology. This result is no longer true in the framework of mild
spaces.
La LS-cate´gorie d’un espace X, cat X, a e´te´ de´ﬁnie par Lusternik
et Schnirelmann, [10], en 1934, pour minorer le nombre de points cri-
tiques d’une varie´te´ compacte, sans bord. Elle s’est re´ve´le´e eˆtre un in-
variant homotopique diﬃcile a` de´terminer et son comportement lors de
l’attachement d’une cellule est un proble`me ouvert.
Dans [4], Berstein et Hilton caracte´risent les CW-complexes a`
deux cellules de LS-cate´gorie 2. Nous nous inte´ressons ici a` certains
CW-complexes, de LS-cate´gorie 3, admettant une de´composition en 3 cel-
lules, (e´ventuellement localise´es). Des re´sultats existent de´ja` dans cette
direction, [14], [15]. Ils concernent les espaces s’e´crivant comme es-
pace total d’un ﬁbre´ de base et ﬁbre une sphe`re; notons que la dualite´
de Poincare´ s’y re´ve`le une proprie´te´ fondamentale pour l’argumentation
utilise´e. La situation envisage´e dans ce travail est diﬀe´rente; nous y
e´tudions des CW-complexes, Y ∪ ep, obtenus en attachant une cellule
a` Y = S2n ∪k[ι2n,ι2n] e4n, (ou` ιj de´note l’application identite´ de Sj
et [ , ] le crochet de Whitehead). On remarque que Y est la coﬁbre,
ψ : M ∨ S2n −→ Y , d’une application γ : S4n−1 −→ M ∨ S2n, ou` M
est l’espace de Moore M = S4n−1 ∪kι4n−1 e4n. Dans un premier re´sultat,
nous de´terminons l’image de Ωψ:
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The´ore`me 1. Une fois localise´ en dehors de 2 et de 3, l’espace des
lacets ΩY admet une de´composition ΩY = S2n−1 ×ΩS6n−1 ×ΩY ′, telle
que l’application Ωψ suivie de la projection ΩY → S2n−1 × ΩY ′ ait un
inverse a` droite.
Ainsi, toute application f : Sp−1 → Y , dont l’adjointe f˜ : Sp−2 → ΩY
est a` valeurs dans S2n−1 × ΩY ′ se rele`ve a` travers ψ; i.e. il existe f ′ :
Sp−1 → M ∨ S2n tel que f = ψ ◦ f ′. Dans ce cas, l’espace Y ∪f ep a le
type d’homotopie de (M ∨ S2n) ∪γ e4n ∪f ′ ep; il est de longueur en coˆne
et de LS-cate´gorie ≤ 2.
Pour que l’application f : Sp−1 → Y donne naissance a` un espace Y ∪f
ep de LS-cate´gorie 3, il faut donc que l’application induite en homotopie
par f˜ ait une composante non nulle en π∗(ΩS6n−1) dans la de´composition
π∗(ΩY ) = π∗(S2n−1)⊕π∗(ΩS6n−1)⊕π∗(ΩY ′). Pour les espaces R-locaux
d’Anick, [2], [3], [5], [13], nous montrons que ceci implique l’existence
d’un cup-produit de longueur 3 dans l’alge`bre de cohomologie:
Soit R un sous-anneau de Q et soit r un entier ﬁxe´, r ≥ 3, nous notons
p¯ le plus petit entier non inversible dans R et posons m := r + 2p¯ − 4.
Rappelons qu’une sphe`re R-locale, SnR, n ≥ 1, est un CW-complexe
n-re´duit, abe´lien, ve´riﬁant Hi(SnR) = 0, i 
= 0, n et Hn(SnR) ∼= R. Un
CW-complexe R-local, r-re´duit de R-dimension m est un complexe cel-
lulaire construit a` partir d’un point par des attachements successifs de
coˆnes sur des sphe`res R-locales, SnR, r − 1 ≤ n < m.
Notons CWmr la cate´gorie des CW-complexes R-locaux, r-re´duits et
de R-dimension ≤ m.
The´ore`me 2. Si X ∈ CWmr est un CW-complexe de LS-cate´gorie 3,
admettant une de´composition en 3 cellules R-locales, alors son alge`bre
de cohomologie admet un cup-produit de longueur 3.
Le re´sultat e´nonce´ ci-dessus devient e´videmment faux pour des espaces
plus ge´ne´raux que les espaces R-locaux, comme le montre l’exemple de
Sp(2), [14]. Remarquons cependant que, si on localise Sp(2) en de-
hors de 2 et de 3, cadre du The´ore`me 1, alors l’espace obtenu a une
LS-cate´gorie e´gale a` la longueur du cup-produit, a` savoir 2. Se pose donc
la question de l’existence d’un contre-exemple au re´sultat du The´ore`me 2
faisant intervenir un espace localise´ en dehors de 2 et de 3. C’est l’objet
de la dernie`re section; nous remarquerons e´galement que cet exemple est
un espace tempe´re´ (mild space) au sens d’Anick, [2].
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1. LS-cate´gorie
Les “espaces” conside´re´s dans cette section sont des espaces pointe´s
ayant le type d’homotopie pointe´e d’un CW-complexe connexe. Cette re-
striction, cohe´rente avec la suite, simpliﬁe la pre´sentation de la
LS-cate´gorie. Pour tout comple´ment, nous renvoyons le lecteur aux deux
articles de synthe`se, [7], [9].
Commenc¸ons par rappeler la de´ﬁnition de LS-cate´gorie sous une forme
similaire a` celle utilise´e par Lusternik et Schnirelmann dans [10]:
De´ﬁnition 3. La LS-cate´gorie, cat X, d’un espace X est le plus petit
entier k, k ≥ 0, pour lequel X peut-eˆtre recouvert par (k + 1) ouverts,
contractiles dans X.
Notons que les conventions diﬀe`rent suivant les travaux. Ici, nous
attribuons la valeur 0 a` la LS-cate´gorie d’un espace contractile, (dans de
nombreux articles, [7], elle est e´gale a` 1).
Ganea a montre´ que cette de´ﬁnition e´quivaut a` l’existence de
sections dans une suite de ﬁbrations construites inductivement. Pour
F0 → E0(X) → X, on choisit la ﬁbration universelle des chemins sur X,
ΩX → P X → X. Ensuite, a` partir de la ﬁbration
Fn → En(X) pn−→ X,
on construit En+1(X) comme la coﬁbre de Fn → En(X), En+1(X) =
En(X) ∪Fn C(Fn). L’espace Fn+1 est la ﬁbre homotopique de l’applica-
tion pn+1 : En+1(X) → X, obtenue en envoyant le coˆne, C(Fn), sur le
point de base de X.
Proposition 4 [6]. La LS-cate´gorie, cat X, d’un espace X est le plus
petit entier k, k ≥ 0, pour lequel la ﬁbration pk : Ek(X) → X admet une
section homotopique, i.e. il existe σk : X → Ek(X), tel que pk◦σk  idX .
Rappelons e´galement, [6], que la LS-cate´gorie est majore´e par la
longueur en coˆne, Cat X, d’un espace:
De´ﬁnition 5. Soit X un espace, on pose:
- Cat X = 0 si X est contractile;
- Cat X ≤ k + 1 s’il existe une coﬁbration entre CW-complexes,
A → B → C, telle que B soit connexe, Cat B ≤ k et C du type
d’homotopie de X.
Dans toute la suite, nous confondrons application et classe d’homoto-
pie d’application.
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2. De´monstration du The´ore`me 1
Remarquons d’abord que Y s’obtient comme coﬁbre:
S4n−1
ϕ1−ϕ2−→ M ∨ S2n ψ−→ Y = S2n ∪k[ι2n,ι2n] e4n,
ou`:
- M est l’espace de Moore M = S4n−1 ∪kι4n−1 e4n;
- ϕ1 : S4n−1 ↪→ M ↪→ M ∨ S2n est la composition des injections
canoniques;
- ϕ2 : S4n−1 → S2n ↪→ M ∨ S2n est la composition de l’injection
canonique avec le crochet de Whitehead [ι2n, ι2n] : S4n−1 → S2n;
- ϕ1 − ϕ2 s’obtient a` partir de la structure usuelle de co-H espace
de S4n−1.
Proposition 6. Nous supposons les espaces localise´s en dehors de 2
et de 3. L’espace des lacets ΩY admet une de´composition
ΩY = S2n−1 × Ω(M ∨ S6n−1).
Remarque. Avec une me´thode le´ge`rement diﬀe´rente, Neisendorfer et
Selick, [12], e´tablissent cette de´composition de ΩY pour les p-localise´s
de Y , p > 3.
De´monstration de la Proposition 6: La de´monstration utilise le mode`le
introduit par Adams et Hilton pour “repre´senter” l’espace des lacets d’un
CW-complexe; nous renvoyons le lecteur a` [1] et [8] pour la justiﬁcation
des proprie´te´s suivantes:
- Le mode`le d’Adams Hilton est une alge`bre tensorielle diﬀe´rentielle
gradue´e construite par induction suivant les attachements cellu-
laires. Si Z ′ = Z ∪f en, avec f : Sn−1 → Z, le mode`le (T (W ), ∂)
de Z ′ s’obtient a` partir du mode`le (T (V ), ∂) de Z, en ajoutant a` V
un ge´ne´rateur α de degre´ n−1 dont la diﬀe´rentielle ∂α est un cy-
cle de (T (V ), ∂) repre´sentant H∗(Ωf)(hn−2), ou` hn−2 est l’image
du ge´ne´rateur de Hn−2(Sn−2) par l’application Sn−2 → ΩSn−1,
adjointe de ιn−1.
- Si (T (V ), ∂) est le mode`le d’Adams Hilton de Z, l’application
de complexes de chaˆınes, (T (V ), ∂) ⊗ (T (V ), ∂) → (T (V ), ∂),
w1 ⊗ w2 → w1w2, induit la structure d’alge`bre de Pontrjagin
de H∗(ΩZ). De meˆme, le commutateur de H∗(ΩZ) est induit par
l’application w1 ⊗ w2 → w1w2 − (−1)|w1| |w2|w2w1.
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(1): Mise en e´vidence de ϕ˜ : S6n−1 → Y .
Soit M = ΣM ′ = Σ
(
S4n−2 ∪kι4n−2 e4n−1
)
, nous notons:
- j1 : M ′ → ΩΣM ′ → ΩΣ(M ′ ∨ S2n−1),
- j2 : S2n−1 → ΩΣS2n−1 → ΩΣ(M ′ ∨ S2n−1),
les ﬂe`ches obtenues avec l’adjonction (Ω,Σ) et les injections canoniques.
Le commutateur pour la loi de H-espace est note´:
〈 , 〉 : Ω(M ∨ S2n)× Ω(M ∨ S2n) → Ω(M ∨ S2n).
L’application compose´e
M ′ × S2n−1 j1×j2−→ Ω(M ∨ S2n)× Ω(M ∨ S2n) 〈 , 〉−→ Ω(M ∨ S2n)
a une restriction a` M ′∨S2n−1 homotopiquement triviale; elle induit donc
une application
〈j1, j2〉 : M ′ ∧ S2n−1 → Ω(M ∨ S2n).
Le compose´ S4n−2 ∧ S2n−1 → M ′ ∧ S2n−1 〈j1,j2〉−→ Ω(M ∨ S2n) Ωψ−→ ΩY
s’e´crit Ωψ〈ϕ˜1, j2〉, ou` ϕ˜1 est l’adjointe de ϕ1; il est e´gal a` Ωψ〈ϕ˜2, j2〉,
car Ωψ(ϕ˜1 − ϕ˜2) = 0. Remarquons que Ωψ〈ϕ˜2, j2〉 est le compose´ de
l’adjoint de [ι2n, [ι2n, ι2n]] suivi de ΩS2n −→ Ω(M ∨ S2n). L’entier 3
e´tant inverse´, le crochet de Whitehead ite´re´ est homotopiquement trivial
et l’application Ωψ〈j1, j2〉 s’e´tend a` la coﬁbre de S4n−2 ∧S2n−1 →M ′ ∧
S2n−1 en une application
ϕ : S6n−2 ∼= S4n−1 ∧ S2n−1 → ΩY.
Un mode`le d’Adams Hilton de M ′ ∧ S2n−1 est (T (α˜, α), ∂), |α| =
|α˜| + 1 = 6n − 2; ∂α = kα˜; un mode`le de Y est donne´ par (T (a, b), ∂);
|a| = 2n − 1; |b| = 4n − 1; ∂b = k[a, a]. L’application (T (α˜, α), ∂) →
(T (a, b), ∂), qui correspond a` l’adjoint de Ωψ〈j1, j2〉, applique α˜ sur ze´ro
et α sur [a, b]. Par conse´quent, le mode`le de l’adjoint ϕ˜ : S6n−1 → Y de
ϕ est le suivant:
A(ϕ˜) : (T (α), 0) → (T (a, b), ∂); |α| = 6n− 2; A(ϕ˜)(α) = [a, b].
(2): ΩY a le type d’homotopie de S2n−1 × Ω(M ∨ S6n−1).
Notons:
- g1 : S2n−1 → ΩY , l’adjointe de S2n ↪→M ∨ S2n ψ→ Y ;
- g2 = ϕ˜ : S6n−1 → Y , l’application construite dans (1);
- g3 : M → Y , e´gale au compose´ M ↪→M ∨ S2n ψ−→ Y .
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Nous conside´rons maintenant le compose´:
Ω
(
M ∨ S6n−1)× S2n−1 µ−→ ΩY × ΩY ν−→ ΩY
ou` ν est la loi de H-espace de ΩY et µ = Ω(g3+g2)×g1. Pour justiﬁer que
ν ◦ µ est une e´quivalence d’homotopie, nous en construisons un mode`le
dans la cate´gorie des complexes de chaˆınes:
• g3 + g2 a pour mode`le d’Adams-Hilton
A(g3 + g2) : (T (β, βˆ, α), ∂) → (T (a, b), ∂)
|βˆ| = 4n − 2; |β| = 4n − 1; |α| = 6n − 2; |a| = 2n − 1; ∂β = kβˆ;
∂α = ∂a = 0; ∂b = k[a, a]; A(g3 + g2)(β) = b; A(g3 + g2)(βˆ) =
[a, a]; A(g3 + g2)(α) = [a, b].
• ν a pour mode`le la multiplication T (a, b)⊗ T (a, b) → T (a, b).
• L’injection (Z[1/2, 1/3] a, 0) → (T (a, b), ∂) est un mode`le de g1.
Nous en de´duisons le mode`le de complexes de chaˆınes cherche´:(
T (β, βˆ, α), ∂
)
⊗ (Z[1/2, 1/3] a, 0) → (T (a, b), ∂) .
Cette ﬂe`che est e´videmment surjective. De´terminons, [8], les se´ries de
Poincare´ de la source et du but:
P (T (a, b)) =
1
1− t2n−1 − t4n−1 ;
P (T (β, βˆ, α)⊗ Z[1/2, 1/3] a) = 1
1− t4n−2 − t4n−1 − t6n−2 · (1 + t
2n−1).
L’e´galite´ de ces deux se´ries implique que la ﬂe`che est un isomorphisme
au niveau des complexes de chaˆınes, donc induit un isomorphisme en
homologie.
Exemple. Notons f : S10n−3 → Y le crochet de Whitehead de
S6n−1 → Y et de ψ ◦ ϕ1 : S4n−1 → Y . La Proposition 6 implique
en particulier que
S2n ∪k[ι2n,ι2n] e4n ∪f e10n−2
est de longueur de coˆne (et de LS-cate´gorie) 2.
De´monstration du The´ore`me 1: Nous allons de´composer cette preuve
en 4 e´tapes qui reprennent un pas de la de´monstration du The´ore`me
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de Hilton-Milnor, telle qu’elle apparaˆıt dans [17]; nous eﬀectuerons des
rappels suﬃsants pour une lecture autonome du texte.
Etape 1: Rappel d’une de´composition utilise´e dans la de´monstration
du The´ore`me de Hilton-Milnor, [17].
Si A et B sont des CW-complexes (pointe´s), on a une e´quivalence
d’homotopie
ΩΣ(A ∨B)  ΩΣA× ΩΣ
( ∞∨
i=0
B ∧A(i)
)
ou` A(i) de´signe le smash-produit ite´re´ i-fois, et B ∧ A(0) = B par con-
vention. Cette e´quivalence est donne´e par une suite d’applications:
vn : B ∧A(n) → ΩΣ(A ∨B).
Notons jA (resp. jB) l’injection A ↪→ A∨B (resp. B ↪→ A∨B). On de´ﬁnit
v0 comme le compose´ de ΩΣ(jB) avec la counite´ de l’adjonction (Ω,Σ):
v0 : B → ΩΣB → ΩΣ(A ∨B).
Supposons avoir construit vn, l’application
vn+1 : B ∧A(n+1)  (B ∧A(n)) ∧A→ ΩΣ(A ∨B)
s’obtient en factorisant par le smash-produit l’application
(B ∧A(n))×A vn×w0−→ ΩΣ(A ∨B)× ΩΣ(A ∨B) 〈 , 〉−→ ΩΣ(A ∨B),
ou` w0 : A→ ΩΣA→ ΩΣ(A ∨B) est de´ﬁni de manie`re analogue a` v0. Il
reste ensuite a` prendre la “somme” de ces applications
v˜ = +ivi =
∞∨
i=0
B ∧A(i) → ΩΣ(A ∨B)
a` l’e´tendre en une application de H-espaces
v : ΩΣ
( ∞∨
i=0
B ∧A(i)
)
→ ΩΣ(A ∨B)
et a` composer avec la multiplication ν de ΩΣ(A ∨B):
ΩΣA× ΩΣ
( ∞∨
i=0
B ∧A(i)
)
ΩΣjA×v−→ ΩΣ(A ∨B)× ΩΣ(A ∨B)
ν−→ ΩΣ(A ∨B).
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Le fait que ce compose´ induise une e´quivalence d’homotopie est le but
du “Step IV page 527” de [17] dont ces lignes sont extraites.
Etape 2: L’application ρ : S2n−1 ∧M ′ ∧M ′→S2n−1 ∧ S4n−1 ∧M ′,
induite par l’application de pincement M ′ → S4n−1, admet une section
homotopique.
Soit M ′ = S4n−2 ∪kι4n−2 e4n−1, Neisendorfer a exhibe´ une e´quivalence
d’homotopie [11, Corollary 6.6 p. 36]:
∆ + i :
(
S8n−4 ∪kι8n−4 e8n−3
) ∨ (S8n−3 ∪kι8n−3 e8n−2) →M ′ ∧M ′.
On en de´duit que
S8n−3 ∪kι8n−3 e8n−2 →M ′ ∧M ′ → S4n−1 ∧M ′
est une e´quivalence d’homotopie. Par conse´quent, M ′∧M ′ → S4n−1∧M ′
et ρ : S2n−1 ∧M ′ ∧M ′→S2n−1 ∧ S4n−1 ∧M ′ ont des sections homo-
topiques.
Par ite´ration de cet argument, on obtient, pour tout i ≥ 2, une section
homotopique a`
S2n−1 ∧M ′(i) ∧ (S2n−1 ∧M ′)(j) → S6n−2 ∧M ′(i−1) ∧ (S6n−2)(j) .
Etape 3: De´composition de la source et du but de Ωψ : ΩΣ(M ′ ∨
S2n−1) → ΩY .
En appliquant l’e´tape 1, nous obtenons une e´quivalence d’homotopie:
ΩΣ(M ′ ∨ S2n−1)  ΩΣM ′ × ΩΣ
(∨∞
i=0 S
2n−1 ∧M ′(i)
)
 ΩΣM ′ × ΩΣS2n−1
× ΩΣ
(∨∞
i=1, j=0 S
2n−1∧M ′(i)∧(S2n−1)(j)) .
La Proposition 6 donne
ΩY  S2n−1 × ΩΣ (M ′ ∨ S6n−2)
 S2n−1 × ΩΣM ′ × ΩΣ
(∨∞
i=0 S
6n−2 ∧M ′(i)
)
 S2n−1 × ΩΣM ′ × ΩΣS6n−2
× ΩΣ
(∨∞
i=1, j=0 S
6n−2 ∧M ′(i) ∧ (S6n−2)(j))) .
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Pour comprendre comment Ωψ se comporte relativement a` cette de´-
composition, rappelons de la de´monstration de la Proposition 6 que
ΩΣM ′ → Ω(M ∨ S2n) Ωψ−→ ΩY  S2n−1 × ΩΣ(M ′ ∨ S6n−2)
→ ΩΣ(M ′ ∨ S6n−2)
est donne´ par l’injection M ′ ↪→M ′ ∨ S6n−2.
Enﬁn, le compose´ de Ωψ avec la projection sur S2n−1 × ΩΣM ′ ayant
un inverse a` droite, il nous suﬃt d’e´tudier le compose´, Ω(ψ)′, de Ωψ avec
la projection canonique:
Ω(ψ)′ : ΩΣ(M ′ ∨ S2n−1) Ωψ−→ ΩY
→ ΩΣ

 ∞∨
i=1,j=0
S6n−2 ∧M ′(i) ∧
(
S6n−2)(j)
) .
Etape 4: Construction d’une section homotopique:
ΩΣ

 ∞∨
i=1,j=0
S6n−2 ∧M ′(i) ∧ (S6n−2)(j)


→ ΩΣ

 ∞∨
i=1,j=0
S2n−1 ∧M ′(i) ∧ (S2n−1)(j)

 .
Avant d’aborder cette dernie`re e´tape, rappelons quelques re´sultats de´ja`
obtenus:
- L’application S2n−1 ∧ M ′ → ΩY factorise par l’application de
pincement S2n−1∧S4n−1 → ΩY , qui de´ﬁnit la classe d’homotopie
construite dans la Proposition 6; i.e. S2n−1 ∧ S4n−1 → ΩΣ(M ′ ∨
S6n−2)  Ω(M ∨S6n−1) est donne´e par l’injection S6n−1 ↪→M ∨
S6n−1.
- Sur les e´le´ments S2n−1∧M ′(i)∧(S2n−1)(j), i ≥ 1, l’application, de
but ΩΣ(M ′ ∨S6n−2) est de´termine´e par les crochets de Samelson
(e´tape 1).
Pour de´montrer l’e´tape 4, commenc¸ons par ﬁxer i et j.
A Z = S6n−2∧M ′(i)∧(S6n−2)(j), on associe Z1 = S2n−1∧M ′(i+j+1)∧(
S2n−1
)(j). Posons Z2 = S2n−1 ∧M ′ ∧M ′i ∧ (M ′ ∧ S2n−1)(j); l’associa-
tivite´ et la commutativite´ du smash-produit fournissent une e´quivalence
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d’homotopie entre Z1 et Z2. Il faut noter que cette e´quivalence modiﬁe le
plongement dans Ω(M ∨S2n); le parenthe´sage des crochets de Samelson
est modiﬁe´ en
〈· · · 〈j1, j2〉,
i fois︷ ︸︸ ︷
j2, 〉, · · · j2〉,
j fois︷ ︸︸ ︷
〈j1, j2〉, · · · 〈j1, j2〉 〉
avec les notations de la de´monstration de la Proposition 6. Conside´rons
la restriction Ω(ψ)′′ de Ω(ψ)′ a` un sous-bouquet:
ΩΣ

 ∨
i=1,j=0
S2n−1 ∧M ′ ∧M ′(i) ∧ (M ′ ∧ S2n−1)(j)


Ω(ψ)′′
ΩΣ

 ∨
i=1,j=0
S6n−2 ∧M ′(i) ∧ (S6n−2)(j)

 .
Il est bien clair que si Ω(ψ)′′ a un inverse a` droite, il en est de meˆme pour
Ω(ψ)′. Comme nous l’avons constate´, Ω(ψ)′′ factorise par les applications
de pincement en:
ΩΣ

 ∨
i=1,j=0
S2n−1 ∧M ′ ∧M ′(i) ∧ (M ′ ∧ S2n−1)(j)


µ1
ΩΣ

 ∨
i=1,j=0
S2n−1 ∧ S4n−1 ∧M ′(i) ∧ (S4n−1 ∧ S2n−1)(j)


µ2
ΩΣ

 ∨
i=1,j=0
S6n−2 ∧M ′(i) ∧ (S6n−2)(j)

.
Le re´sultat annonce´ se de´duit maintenant de:
• l’application µ1 admet un inverse a` droite d’apre`s l’e´tape 2;
• l’application µ2 est un isomorphisme; ce dernier point provient
de la connaissance de Ω(ψ)′ et de la modiﬁcation de parenthe´sage
entre Z1 et Z2.
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3. De´monstration du The´ore`me 2
Rappelons, [16], que si Z est un CW-complexe simplement connexe
de R-localise´ ZR, alors cat ZR ≤ cat Z.
Notons enR le coˆne construit sur la sphe`re R-locale S
n−1
R . Soit X =
Sn1R ∪f1 en2R ∪f2 en3R , n1 ≤ n2 ≤ n3, une de´composition R-cellulaire de X.
L’attachement d’un coˆne augmentant la cate´gorie d’au plus une unite´, il
faut que X ′ = Sn1R ∪f1 en2R soit de LS-cate´gorie 2.
Jusqu’a` la dimension m, les groupes d’homotopie de la sphe`re R-locale,
Sn1R , s’injectent dans les groupes d’homotopie du rationalise´ S
n1
Q . La
seule possibilite´ pour que X ′ ne soit pas une suspension est donc n1 = 2n
et f1 = k[ι2n, ι2n], soit, avec les notations de la Proposition 6, X ′ = YR.
Conside´rons maintenant l’attachement de la dernie`re cellule:
MR ∨ S2nRψ
Sn3−1R
f2−−−−→ YR
.
Si f2 ∈ Imπ∗(ψ), notons f˜2 : Sn3−1R →MR∨S2nR un releve´ de f2. Il est
alors facile de constater que X est un 2-coˆne, (donc de LS-cate´gorie ≤ 2):
Sn3−1R ∨ S4n−1R
g→MR ∨ S2nR → X,
ou` g = (ϕ1 − ϕ2) + f˜2.
Pour avoir un espace X de LS-cate´gorie 3, la seule possibilite´ est
donc que la classe d’homotopie f2 soit de la forme l[a, b] + µ, l 
= 0,
µ ∈ Imπ∗(ψ), ou` [a, b] est le crochet relatif repre´sente´ par S6n−1R → YR
et de´crit dans la de´monstration de la Proposition 6. Le cocycle associe´ a`
Sn1R dans la cohomologie de X a une puissance troisie`me non nulle, car
e´gale a` lk(en3R )
∗, ou` (en3R )
∗ de´signe la classe de cohomologie associe´e a`
en3R .
Remarque. En rationnel, il est assez facile de voir que le re´sultat du
The´ore`me 2 s’e´tend aux CW-complexes de LS-cate´gorie k admettant une
de´composition en k cellules rationnelles; cette proprie´te´ est-elle conserve´e
en R-local?
i.e.: si X ∈ CWmr est un CW-complexe de LS-cate´gorie k, admettant
une de´composition en k cellules R-locales, son alge`bre de cohomologie
admet-elle un cup-produit de longueur k?
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4. Un exemple tempe´re´
Dans cette section, tous les espaces conside´re´s sont localise´s en dehors
de 2 et de 3.
Soit Y = S6 ∪[ι6,ι6] e12, on sait que ΩY a le type d’homotopie de S5×
Ω(S17), (cf Proposition 6). Notons ρ : S17 → Y la classe d’homotopie
correspondant a` cette de´composition et β le ge´ne´rateur d’ordre 5 de
π24(S17).
Proposition 7. Le CW-complexe Z = Y ∪ρ◦β e25 est de LS-cate´go-
rie 3, sa longueur de cup-produit est 2.
Remarque. Dans [2], [3], D. Anick introduit une ge´ne´ralisation des
espaces R-locaux, les espaces tempe´re´s, (“mild space”). Notons p¯ le plus
petit entier non inversible dans R; dans le cadre tempe´re´, la cate´gorie
CWmr est remplace´e par la cate´gorie CW
q
r des CW-complexes R-locaux,
r-re´duits et de R-dimension ≤ q avec q = (r − 1)p¯.
Remarquons que Z est 6-re´duit, de dimension 25; on peut donc
choisir 5 comme premier entier non inversible dans R. L’espace Y est
donc tempe´re´ au sens ci-dessus.
De´monstration: Pour justiﬁer l’aﬃrmation sur la LS-cate´gorie, con-
side´rons l’espace, V = Y ∪ρ e18, e´galement obtenu comme coﬁbre S17 ∪β
e25 → Z → V , ainsi que le montre le diagramme:
S24 S24 −−−−→ ∗β ρ◦β 
S17
ρ−−−−→ Y −−−−→ V  ∥∥∥
S17 ∪β e25 −−−−→ Z −−−−→ V
dans lequel la ligne du bas et la colonne de droite sont constitue´es des
coﬁbres. Notons:
- p2,Z : E2Z → Z et p2,V : E2V → V les ﬁbrations de Ganea
associe´es a` Z et V respectivement,
- E2Z → Z τZ−→ Z/E2Z et E2V → V τV−→ V/E2V les coﬁbrations
associe´es a` p2,Z et p2,V respectivement.
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Si nous montrons que l’application ΣτZ n’est pas homotopiquement triv-
iale, il est alors facile de constater que p2,Z n’a pas de section homo-
topique, (i.e. cat Z ≥ conil Z ≥ 3). Pour cela, il nous suﬃt de de´montrer
que le compose´
ΣZ → ΣV ΣτV−→ Σ (V/E2V )
n’est pas homotopiquement trivial, car il factorise par ΣτZ : ΣZ →
Σ (Z/E2Z).
Si W est un CW-complexe, notons W[k] son squelette de dimension k
et remarquons que pour le proble`me e´tudie´, il suﬃt de de´terminer
E2(V )[26]. Avec un raisonnement analogue a` celui eﬀectue´ pour de´com-
poser ΩCP3, on obtient ΩV = S5 × Ω(S23), d’ou` l’on de´duit:
(ΣΩV )[26] = S
6 ∨ S23
(ΩV ∗ ΩV )[26] = S11
(E2V )[26] = (S
6 ∪[ι6,ι6] e12) ∨ S23 = Y ∨ S23.
La ﬂe`che
ΣZ=S7∨S13∨S26 → ΣV =S7∨S13∨S19 → (Σ (V/E2V ))[27] =S19∨S24
“contient” Σ2β : S26 → S19 qui n’est pas homotopiquement triviale.
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